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                                              §1. ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH

1.1 ðỊNH NGHĨA

 Cho E  vµ F  là hai không gian véc tơ trên cùng một trường K . Một ánh xạ 

f  từ E  vào F  ñược gọi là tuyến tính nếu nó thoả mãn ñiều kiện sau: 

 L1 : Với mọi u,v ∈ E  ta có f(u + v) = f(u) + f(v);

 L2 : Với mọi α ∈ K , với mọi u ∈ E  ta có: f(αu) = αf(u)

Từ L1  ta suy ra: với 0 ∈ E  ta có f(0) = 0, (0 ∈ F)

Thật vậy: f(u) = f(u + 0) = f(u) + f(0) ⇒ f(0) = 0.

Ta có thể viết gộp hai ñiều kiện L1 , L2  thành:

Ánh xạ f : E → F  là tuyến tính ⇔ ∀v1,v2 ∈ E,∀α1,α2 ∈ K  ta có:

f(α1v1 + α2v2) = α1f(v1) + α2f(v2)

Một cách tổng quát hơn, ta có:

∀vi ∈ E,∀αι ∈ K, f(∑ αιvi) = ∑ αιf(vi), i = 1,2,...,n.

ðiều kiện trên nói lên rằng ánh xạ tuyến tính bảo toàn tổ hợp tuyến tính của các 
véc tơ.

 Ví dụ 1: Cho ánh xạ f :R2 → R  xác ñịnh bởi

f(x,y) = 3x − 2y; ∀(x,y) ∈ R2 . Hãy chứng tỏ rằng ánh xạ f  là tuyến tính.

LÊy , 2, ( , ), ( , )vµ ta cã:

( ) ( , ) 3( ) 2( ) (3 2 ) (3 2 ) ( ) ( )

( ) ( , ) 3 2 3 2 ( ).

u v R u a b v c d R

f u v f a c b d a c b d a b c d f u f v

f u f a b a b a b f u

α

α α α α α α α

∈ = = ∈

+ = + + = + − + = − + − = +

= = − = ( − ) =

 

Cả hai ñiều kiện 1L , 2L  ñều thoả mãn, vậy ánh xạ f  là tuyến tính. 

 Ví dụ 2:  Xét không gian P  các ña thức có bậc không vượt quá n . Cho 
ánh xạ :f P P→  xác ñịnh bởi ( )f v v= ′  (ñạo hàm của v ), với v P∈ . Ta thấy 

rằng ánh xạ f  là tuyến tính. 
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Víi  ta cã 

Víi 

, ( ) ( ) ( ) ( ).

, ( ) ( ) ( ).

u v P f u v u v u v f u f v

R f u u u f uα α α α α

∈ + = + = + = +′ ′ ′

∈ = = =′ ′
 

Cả hai ñiều kiện 1L , 2L  ñều thoả mãn. 

1.2 NHÂN VÀ ẢNH CỦA MỘT ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

 Cho E  và F  là hai không gian véc tơ trên một trường K , f  là một ánh xạ 
tuyến tính từ E  vào F . 

 ðịnh nghĩa 1. Ta gọi nhân của ánh xạ f  là tập hợp các véc tơ v  của E  

sao cho ( ) 0f v = . Ta ký hiệu nhân của f  là ker f . 

 Như vậy: { }ker , : ( ) 0f v v E f v= ∈ =  

 Tập hợp ker f  là một không gian con của E . Thật vậy, tập ker f  không 

rỗng vì ít nhất nó cũng chứa phần tử không (0) 0f = ; hơn nữa nếu , keru v f∈ , 

tức là ( ) 0, ( ) 0f u f v= = , do f  là tuyến tính nên ( ) ( ) ( ) 0f u v f u f v+ = + = , từ 

ñó suy ra keru v f+ ∈ . 

 Ví dụ: Xét không gian V  các véc tơ hình học. Cho trước một véc tơ 
u V∈ , với mỗi một véc tơ v V∈  ta xét ánh xạ :f V R→  xác ñịnh bởi 

( ) .f v u v=  (tích vô hướng của hai véc tơ u và v). Chứng tỏ rằng f  là ánh xạ 

tuyến tính và tìm ker f . 

 Theo tính chất của tích vô hướng ta có: 

  
1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( )

f v v u v v uv uv f v f v

f v u v uv f vα α α α

+ = + = + = +

= = ( ) =
 

Vậy f  là ánh xạ tuyến tính. Bây giờ ta ñi tìm nhân của ánh xạ f . 

  ( ) 0 0f v uv= ⇔ = ⇔ các véc tơ phải vuông góc với véc tơ u  ñã cho.  

Vậy ker f  là tập hợp mọi véc tơ vuông góc với véc tơ u  ñã cho. 

 ðịnh lý 1. Ánh xạ tuyến tính f  là ñơn ánh khi và chỉ khi nhân của f  chỉ 

chứa phần tử không. { } ®¬n ¸nh ker 0f f⇔ =  

 Ta nhắc lại ánh xạ f  là ñơn ánh nếu  th× ( ) ( )x y f x f y≠ ≠ . 

 Do ñó với 0v ≠  ta có  nh−ng ( ) (0), (0) 0f v f f≠ =  tức là với mọi phần tử 

0v ≠  ta có ( ) 0f v ≠ , ta suy ra kerv f∉ , ker f  chỉ chứa phần tử không. 



---------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Bộ môn KHCB 66 Giáo trình toán cao cấp 1 

 ðảo lại, giả sử { }ker 0f = . Gọi u  và v  là các phần tử của E  sao cho ta có 

( ) ( )f u f v= . Ta phải chứng minh f  là ñơn ánh tức là phải chứng minh u v= . 

 Thật vậy, do ánh xạ f  là tuyến tính nên: ( ) ( ) ( ) 0f u v f u f v− = − = . 

 Ta suy ra keru v f− ∈ . Nhưng vì { }ker 0f =  nên 0u v− =  tức là 
u v= . 

 Vậy f  là ñơn ánh. 

 ðịnh lý 2. Giả sử f  là một ánh xạ tuyến tính từ E  vào F , nhân của f  chỉ 

chứa phần tử không. Khi ñó, nếu 1 2, ,..., nv v v  là các véc tơ ñộc lập tuyến tính của 

E   thì 1 2( ), ( ),..., ( )nf v f v f v  cũng ñộc lập tuyến tính trong F . Ngược lại, tạo ảnh 

của một hệ ñộc lập luôn ñộc lập. 

 Chứng minh: Giả sử , ,..., nα α α1 2  là các số sao cho: 

1 2 2( ) ( ) ... ( ) 0n nf v f v f vα α α1 + + + = . Ta phải chứng minh 

... 0nα α α1 2= = = =  (xem ñịnh nghĩa hệ véc tơ ñộc lập tuyến tính ở chương 
2). 

 Theo tính tuyến tính của f  ta có:  1( ... ) 0n nf v vα α1 + + =  

 Từ ñịnh nghĩa của nhân f  ta suy ra:  1 ... kern nv v fα α1 + + ∈  

 Theo giả thiết { }ker 0f =  nên 1 1 ... 0n nv vα α+ + =  

 Vì 1 2, ,..., nv v v  ñộc lập tuyến tính nên từ hệ thức trên ta suy ra 

... 0nα α α1 2= = = = . 

Vậy 1 2( ), ( ),..., ( )nf v f v f v  ñộc lập tuyến tính trong F . 

Ngược lại: Giả sử 1 2( ), ( ),..., ( )nf v f v f v  ñộc lập tuyến tính trong F . Xét tổ hợp 

1 1 2 2 ... 0n nv v vα α α+ + + = . Qua ánh xạ tuyến tính f  ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2... 0 ... 0
n n n n

f v v v f v f v f vα α α α α α+ + + = ⇒ + + + = . Do hệ 

1 2( ), ( ),..., ( )nf v f v f v  ñộc lập tuyến tính trong F  nên ta có 1 2 ... 0nα α α= = = =  

hay hệ 1 2, ,..., nv v v  ñộc lập tuyến tính. 

 ðịnh nghĩa 2. Ảnh của một ánh xạ tuyến tính f  là tập hợp các véc tơ 

w F∈  sao cho tồn tại phần tử v E∈  ñể ( )f v w= . Ta ký hiệu ảnh của f  là 

Im f . 

{ }Im , : , ( ) .f w w F v E f v w= ∈ ∃ ∈ =  
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 Ta có tập Im f  là một không gian con của F . 

 Thật vậy, tập Im f  không rỗng, nó chứa phần tử không ( (0) 0f = ). 

 Nếu 1 2, Imw w f∈  thì tồn tại 1 2, kerv v f∈  sao cho 1 1 2 2( ) , ( )f v w f v w= = . 

 Từ ñó: 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ,f v v f v f v w w+ = + = +  tức là: 1 2 Imw w f+ ∈  

 Nếu: Imw f∈  thì có , ( )v E f v w∈ = . Từ ñó: ( ) ( ) .f v f v wα α α= =  Vậy 

Imw fα ∈  

 ðịnh lý 3 (ñịnh lý nhân - ảnh). 

Giả sử f  là ánh xạ tuyến tính từ không gian véc tơ E  vào không gian véc tơ F . 

Nếu số chiều của E  là n , số chiều của nhân f  là q  và số chiều của ảnh f  là s  

thì ta có: n q s= + . 

 Nói cách khác: dim dimker dim ImE f f= + . 

 Chứng minh: Giả sử 1 2, ,...., sw w w  là một cơ sở của Im f  . Khi ñó có các 

véc tơ 1 2, ,..., sv v v E∈  sao cho ( ) , 1,2,...,i if v w i s= = . Gọi 1 2, ,..., qu u u  là một 

cơ sở của ker f . Ta sẽ chứng tỏ hệ véc tơ: 1 2 1 2, ,..., , , ,...,s qv v v u u u  lập thành một 

cơ sở của E . 

 Với v E∈  thì ( ) Imf v f∈ , ta biểu diễn ( )f v  theo cơ sở 1 2, ,...., sw w w  của 

Im f : 

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) ...

( ) ( ) ... ( ) ( ... ).

s s

s s s s

f v x w x w x w

x f v x f v x f v f x v x v x v

= + + + =

= + + + = + + +
 

Từ: 1 1 2 2( ... ) 0s sf v x v x v x v− − − − = , ta suy ra: 

1 1 2 2 ... kers sv x v x v x v f− − − − ∈ . 

 Ta biểu diễn phần tử ñó của ker f  theo cơ sở 1 2, ,..., qu u u  của ker f :  

hay: 

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

... ...

... ...

s s q q

s s q q

v x v x v x v y u y u y u

v x v x v x v y u y u y u

− − − − = + + +

= + + + + + + +
 

Hệ các véc tơ 1 2 1 2, ,..., , , ,...,s qv v v u u u  là một hệ các phần tử sinh của E . 

 ðể chứng minh chúng lập thành một cơ sở của E  ta chỉ còn phải chứng 
minh chúng ñộc lập tuyến tính. 

 Xét tổ hợp tuyến tính:  
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 1 1 2 2 1 1 2 2... ... 0s s q qv v v u u uα α α β β β+ + + + + + + =  (1) 

Tác ñộng ánh xạ f  vào nó và ñể ý tới tính tuyến tính của f  ta có:  

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( ) 0s s q qf v f v f v f u f u f uα α α β β β+ + + + + + + =  

Vì 1 2, ,..., kerqu u u f∈  nên 1 2( ) ( ) ... ( ) 0qf u f u f u= = = = , ta có : 

1 1( ) ... ( ) 0s sf v f vα α+ + = . 

Thay iw ( )if v=  vào hệ thức trên ta ñược:  

1 1 ... 0s sw wα α+ + =  

Vì 1 2, ,...., sw w w  là cơ sở nên chúng ñộc lập tuyến tính, do ñó ta suy ra:  

 1 2 ... 0sα α α= = = =  (2) 

Thay vào (1) ta ñược: 1 1 2 2 ... 0q qu u uβ β β+ + + =  

Vì 1 2, ,..., qu u u  là cơ sở nên chúng ñộc lập tuyến tính, từ hệ thức trên ta suy ra:  

 1 2 ... 0qβ β β= = = =  (3) 

 Các kết quả (2), (3) cùng với (1) chứng tỏ các véc tơ 1 2 1 2, ,..., , , ,...,s qv v v u u u  

lập thành một cơ sở của E . ðiều ñó chứng tỏ 
dim dimker dim ImE s q f f= + = + . 

 ðịnh lý ñã ñược chứng minh. 

1.3 MA TRẬN VÀ ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

 Cho ma trận A  loại ( )m n× : 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

     =      

 

 Xét các không gian véc tơ  vµ n mR R . Ta biểu diễn các véc tơ của không 
gian ñó bằng các véc tơ cột. Với mọi nv R∈  ta xác ñịnh ánh xạ:  

x¸c ®Þnh bëi : ( )n mf R R f v Av→ =  

(khi nhân một ma trận loại ( )m n×  với ma trận cột loại ( 1)n×  (ñó là một phần 

tử của nR ), ta ñược một ma trận cột loại ( 1)m×  (ñó là một phần tử của mR )). 

 Bằng phép tính ma trận ta thấy rằng ánh xạ f  là tuyến tính:  
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 Với , nu v R∈  ta có:  ( ) ( ) ( ) ( );f u v A u v Au Av f u f v+ = + = + = +  

 Với số α  ta có:  ( ) ( ) ( )f u A u Au f uα α α α= = =  

 Gọi 1 2, ,..., nx x x  là các toạ ñộ của véc tơ v  trong nR ; 1 2, ,..., my y y  là các toạ 

ñộ của véc tơ ( )f v  trong mR  theo các cơ sở ñã chọn trước trong các không gian 

ñó ta có thể viết biểu thức ( )f v Av=  dưới dạng ma trận:  

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

1 2

...

...

... ... ... ... ... ...

...

n

n

m m m mn n

y a a a x

y a a a x

y a a a x

                         = ×                             

 

 Như vậy, cho một ma trận A  loại ( )m n×  ta có thể xác ñịnh ñược một ánh 

xạ tuyến tính từ một không gian m −  chiều vào một không gian n − chiều, ánh 
xạ ñó ñược xác ñịnh bởi ( )f v Av= , với v  là véc tơ cột thuộc nR . Ma trận A  

ñược gọi là ma trận của ánh xạ tuyến tính f  trong các cơ sở ñã chọn của nR  và 
mR . 

 Ngược lại, cho một ánh xạ tuyến tính : n mf R R→  thì ta có thể tìm ñược 
ma trận của ánh xạ ñó trong các cơ sở ñã chọn của nR  và mR . 

 Giả sử: 1 2( , ,..., )ne e e  là một cơ sở của nR ; 1 2( , ,..., )mf f f  là một cơ sở của 
mR . 

Với nv R∈  ta có: 1 1 2 2 ... n nv x e x e x e= + + +  

Do f  là ánh xạ tuyến tính nên:  

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ... ) ( ) ( ) ... ( )n n n nf v f x e x e x e x f e x f e x f e= + + + = + + +  (4) 

Vì 1 2( ), ( ),..., ( )nf e f e f e  là các véc tơ thuộc mR  nên ta có thể biểu diễn chúng 

theo cơ sở 1 2( , ,..., )mf f f :  

1 11 1 21 2 1

2 12 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) ...

( ) ...

..................................................

( ) ...

m m

m m

n n n mn m

f e a f a f a f

f e a f a f a f

f e a f a f a f

= + + +

= + + +

= + + +

 

 Thay các giá trị vừa nhận ñược vào vế phải của (4) ta ñược:  
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11 1 12 2 1 1 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ... ) ( ... )

... ( ... )

n n n n

m m mn n m

f v a x a x a x f a x a x a x f

a x a x a x f

= + + + + + + + +

+ + + + +
 (5) 

 Mặt khác vì ( ) mf v R∈  nên: 1 1 2 2( ) ... m mf v y f y f y f= + + +   (6) 

 Do ( )f v  ñược biểu diễn một cách duy nhất qua cơ sở 1 2( , ,..., )mf f f , nên từ 

(5), (6) ta suy ra:  

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...

............................................

...

n n

n n

m m m mn n

y a x a x a x

y a x a x a x

y a x a x a x

= + + +

= + + +

= + + +

 

 Có thể viết kết qủa trên dưới dạng ma trận:  

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

1 2

...

...

... ... ... ... ... ...

...

.

n

n

m m m mn n

y a a a x

y a a a x

y a a a x

Y AX

                         = ×                             
=

 

 Ta ñã xác ñịnh ñược ma trận của ánh xạ ñó. 

 Như vậy, nếu f  là ánh xạ tuyến tính từ nR  vào mR  và 1 2( , ,..., )ne e e , 

1 2( , ,..., )mf f f  lần lượt là các cơ sở ñã cho của nR  và mR  thì ma trận của ánh xạ 

f là một ma trận loại ( )m n×  có các phần tử nằm trên cột thứ j  là các toạ ñộ 

của véc tơ ( )jf e  tính theo cơ sở ñã cho của mR .  

 Ví dụ: Gọi nP  là không gian các ña thức có bậc không vượt quá n . Xét ánh 

xạ f  từ 3P  vào 2P  xác ñịnh bởi ( )f v v= ′  với 3v P∈  và v′  là ñạo hàm của v . 

 Như ta ñã biết ánh xạ ñó là tuyến tính. Ta tìm ma trận của nó trong các cơ 
sở 3 2, , ,1x x x  của 3P ; 2, ,1x x  của 2P . Ta phải tìm ảnh của các véc tơ cơ sở của 

3P  trong 2P . 

 Ta có:  
3 3 2

2 2

( ) ( ) 3 (3,0,0)

( ) ( ) 2 (0,2,0)

( ) ( ) 1 (0,0,1)

(1) (1) (0,0,0)

f x x x

f x x x

f x x

f

= = =′

= = =′

= = =′

= =′
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Vậy ma trận của ánh xạ này là: 

3 0 0 0

0 2 0 0

0 0 1 0

A

    =      

 

1.4 MA TRẬN CHUYỂN CƠ SỞ 

 Giả sử { } { } vµ 1 1,..., ,...,n nB e e B e e= =′ ′ ′  là hai cơ sở trong cùng một 

không gian véc tơ E  có số chiều là n . 

 Ta biểu diễn các véc tơ 1,..., ne e′ ′  theo các véc tơ của cơ sở B :  

 

1 11 1 21 2 1

2 12 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...

..........................................

...

n n

n n

n n n nn n

e a e a e a e

e a e a e a e

e a e a e a e

= + + +′

= + + +′

= + + +′

 (7) 

ðịnh nghĩa: Ma trận:  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ..

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
P

a a a

     =      

 

mà cột thứ j  là các toạ ñộ của véc tơ je′  theo cơ sở B  ñược gọi là ma trận 

chuyển cơ sở từ cơ sở B  sang cơ sở B′ . 

 Giả sử v E∈ . 

 Gọi 1 2, ,..., nx x x  là các toạ ñộ của véc tơ v  theo cơ sở B  

 Gọi 1 2, ,..., nx x x′ ′ ′  là các toạ ñộ của nó theo cơ sở B′  

Ta cần tìm công thức liên hệ giữa hai toạ ñộ ñó. 

 ij
1 1 1 1 1

n n n n n

j i j i ij j i
j j i i j

v x e x a e a x e
= = = = =

= = =′ ′ ′ ′∑ ∑∑ ∑∑  (8) 

Mặt khác, biểu diễn v  theo cơ sở B  ta có:  

 
1

n

i i
i

v x e
=

= ∑  (9) 

So sánh (8) và (9) ta ñược: 
1

; 1,2,...,
n

i ij j
j

x a x i n
=

= =′∑  
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ðặt 

11

2 2
,... ...

n
n

xx

x x
X X

x x

 ′       ′    = =′               ′  

 và P  là ma trận chuyển ở trên ta có:  .X PX= ′  (10) 

 Ta chú ý rằng ở trên ta ñã chuyển từ cơ sở B  sang cơ sở B′ . Khi ñó ma 
trận chuyển là P  và ta có công thức (9). Ta cũng có thể chuyển từ cơ sở B′  
sang cơ sở B . Như vậy ma trận P  phải là ma trận khả nghịch và ta có: 

1X P X−=′  

 Vậy ma trận chuyển từ cơ sở B′  sang cơ sở B  là ma trận nghịch ñảo 1P−  

 Ví dụ 1: Xét hệ toạ ñộ trực chuẩn Oxy  trong mặt phẳng. Quay hệ trục này 

một góc α  ta ñược hệ trục Ox y′ ′ . Lập công thức chuyển toạ ñộ từ hệ Oxy  sang 

hệ Ox y′ ′ . 

 Gọi 1 2,e e  là các véc tơ ñơn vị trên các trục số ,Ox Oy ; 

  1 2,e e′ ′  là các véc tơ ñơn vị trên các trục số ,Ox Oy′ ′ , ta có:  

  
1 1 2

2 1 2 1 2

cos sin

cos( ) sin( ) cos sin .
2 2

e e e

e e e e e

α α

π πα α α α

= +′

= + + + =− +′
 

Vậy ma trận chuyển từ hệ Oxy  sang Ox y′ ′  là:  

cos sin

sin cos
P

α α

α α

−  =    
 

Từ X PX= ′  với ,
x x

X X
y y

 ′   = =′  ′   
 ta suy ra:  

cos sin ;

sin cos .

x x y

y x y

α α

α α

= −′ ′

= +′ ′
 

 Ví dụ 2: Cho không gian 4R  với cơ sở chính tắc:  

1 2 3 4(1,0, 0,0), (0,1,0, 0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)e e e e= = = =  

 Ta xét một cơ sở mới:  

1 2 3 4(0,1,1,1), (1,0,1,1), (1,1,0,1), (1,1,1,0)e e e e= = = =′ ′ ′ ′  
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 Lập công thức chuyển từ các toạ ñộ chính tắc 1 2 3 4, , ,x x x x  của một véc tơ 
4v R∈  sang các toạ ñộ 1 2 3 4, , ,x x x x′ ′ ′ ′  của véc tơ ñó theo cơ sở mới. 

 Ma trận chuyển cơ sở là ma trận có các cột là các toạ ñộ của các véc tơ 

1 3 4, , ,e e e e′ ′ ′ ′  theo cơ sở chính tắc. Ta có:  

11

2 2

3 3

4
4

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

xx

x x

x x

x
x

 ′           ′         =       ′              ′ 

 

 Từ ñó suy ra:  

1 2 3 4

2 1 3 4

3 1 2 4

4 1 2 3

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

= + +′ ′ ′

= + +′ ′ ′

= + +′ ′ ′

= + +′ ′ ′

 

1.5 MA TRẬN CỦA ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH KHI CHUYỂN CƠ SỞ 

 Cho ánh xạ tuyến tính :f E E→ , A  là ma trận của ánh xạ f  ñối với cơ sở 
B  của E . P  là ma trận chuyển từ cơ sở 

{ } { } sang c¬ së 1 1,..., ,...,n nB e e B e e= =′ ′ ′ . Khi ñó ma trận của ánh xạ f  trong 

cơ sở B′  sẽ là A′ . Ta tìm mối liên hệ giữa  vµ A A′ . 

 Dạng ma trận của ánh xạ f  ñối với cơ sở B  là: Y AX=  

   ñối với cơ sở B′  là: Y A X=′ ′ ′  (11) 

 Vì P  là ma trận chuyển từ cơ sở B  sang cơ sở B′  nên:  

,X PX Y PY= =′ ′  

 Từ ñó ta có: 

PY Y AX APX= = =′ ′ ; 

  ta suy ra:  1 1Y P PY P APX− −= =′ ′ ′ . 

 So sánh với (11) ta ñược: 1A P AP−=′ . 

 Ta ñi tới kết quả sau:  
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 ðịnh lý: Nếu A  và A′  là hai ma trận của một ánh xạ tuyến tính f  từ 

không gian E  vào chính nó ñối với hai cơ sở B  và B′ , và nếu P  là ma trận 
chuyển từ cơ sở B  sang cơ sở B′  thì: 1A P AP−=′  

 ðịnh nghĩa:  Hai ma trận A  và A′ sao cho có một ma trận khả nghịch P  
thoả mãn hệ thức 1A P AP−=′  ñược gọi là hai ma trận ñồng dạng. 

 Như vậy, các ma trận của cùng một ánh xạ tuyến tính f  từ E  vào chính nó 

trong các cơ sở khác nhau thì ñồng dạng với nhau. 

 Ví dụ: Xét ánh xạ tuyến tính từ 3R  vào chính nó ñược cho bởi ma trận:  

1 1 0

1 0 1

0 1 1

A

    =      

 

ñối với cơ sở chính tắc trong 3R , 1 2 3(1,0,0), (0,1, 0), (0,0,1)e e e= = =  

 Phép chuyển sang cơ sở mới B′  ñược cho bởi:  

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

2

2 3

e e e e

e e e e

e e e e

= + +′

= + +′

= + +′

 

 Tìm ma trận A′  của ánh xạ theo cơ sở mới và cho biểu diễn của ánh xạ ñó 
theo toạ ñộ trong B′  

 Ma trận chuyển từ cơ sở chính tắc sang cơ sở B′  là:  

 Ta cã 

Tõ ®ã: 

1

1

1 2 1 2 1 1

2 1 1 . 1 0 1

1 3 1 5 1 3

1 3 0

0 1 0

4 2 2

P P

A P AP

−

−

   −       = = −        − −     

    = =′     −  

 

Biểu thức của ánh xạ tuyến tính trong cơ sở B′  là:  

1 1 2

2 2

3 1 2 3

3

4 2 2

y x x

Y AX y x

y x x x

 = +′ ′ ′= ⇔ =′ ′ ′ ′ = − +′ ′ ′ ′
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 Chú ý: Ánh xạ tuyến tính từ không gian véc tơ E  vào chính nó còn ñược 
gọi là phép biến ñổi tuyến tính. Một số phép biến hình mà chúng ta ñã ñược học 
ở chương trình trung học như phép quay một ñiểm xung quanh gốc O  một góc 
α , phép vị tự tâm O  tỷ số k , phép ñối xứng qua một trục toạ ñộ,…ñều là các 
phép biến ñổi tuyến tính. 

 Chẳng hạn, các ma trận của phép quay một ñiểm xung quang gốc O  một 
góc α  và của phép ñối xứng qua trục Oy  lần lượt là: 

cos sin 1 0
;

sin cos 0 1

α α

α α

− −              
 

§§§§2222. GIÁ TRỊ RIÊNG VÀ VÉC TƠ RIÊNG 

2.1 ðỊNH NGHĨA 

 Giả sử f  là một ánh xạ tuyến tính từ không gian véc tơ E  vào chính nó 

(phép biến ñổi tuyến tính). Ta ñi tìm các véc tơ v E∈  sao cho ( )f v  tỷ lệ với v , 

tức là tìm v  sao cho có số λ  ñể ( )f v vλ=  

 Do ( ) 0f v =  nên véc tơ 0  luôn luôn có tính chất ấy, vì vật ta chỉ ñi tìm các 

véc tơ khác không.  

 ðịnh nghĩa: Một véc tơ khác không v E∈  ñược gọi là véc tơ riêng của ánh 

xạ f  từ không gian E  vào chính nó nếu tồn tại số λ  (thực hoặc phức) sao cho 

( )f v vλ= . Số λ  ñược gọi là giá trị riêng liên kết với véc tơ riêng v . 

 Ví dụ Xét phép biến ñổi tuyến tính trong 2R  xác ñịnh bởi: 

1 2 2 1( , ) ( , )f x x x x= . Ta có (1,1) (1,1) 1(1,1)f = =  nên số 1  là giá trị riêng ứng với 

véc tơ riêng 1 (1,1)v = . Ta cũng có: (1, 1) ( 1,1) 1(1, 1)f − = − =− −  nên số 1−  là 

một giá trị riêng ứng với véc tơ riêng 2 (1, 1)v = − . 

 Ta chú ý rằng phép biến ñổi tuyến tính 1 2 2 1( , ) ( , )f x x x x=  nói trên chính là 

phép ñối xứng qua ñường phân giác y x= . Những véc tơ nằm trên trục ñối 
xứng sẽ có ảnh là chính chúng, các véc tơ vuông góc với trục ñối xứng sẽ có ảnh 
là các véc tơ ñối của chúng. 

 Nhận xét:  

 a, Giá trị riêng λ  ứng với véc tơ riêng v  là duy nhất. 

 Thật vậy, nếu véc tơ riêng v  có hai giá trị riêng là  vµ  th×λ η :  
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 vµ 

 do  nªn 

( ) ( )

( ) 0; 0

f v v f v v

v v v v

λ η

λ η λ η λ η

= =

= ⇔ − = ≠ =
 

 b, Trái lại, một giá trị riêng có thể liên kết với nhiều véc tơ riêng. 

 Thật vậy, nếu λ  là một giá trị riêng liên kết với véc tơ v thì ( )f v vλ=  

 Giả sử k  là một số khác không, do ánh xạ f  là tuyến tính ta có:  

 ( ) ( ) ( ) ( )f kv kf v k v kvλ λ= = =  

 ñiều ñó chứng tỏ kv  cũng là véc tơ riêng ứng với giá trị riêng λ  

2.2 ðA THỨC ðẶC TRƯNG 

 Cho phép biến ñổi tuyến tính :f E E→ . Giả sử A  là ma trận của phép 

biến ñổi ñó theo cơ sở 1 2, ,..., ne e e . Ta ký hiệu véc tơ riêng v E∈  dưới dạng ma 

trận cột X  thì dạng ma trận của biểu thức ( )f v vλ=  sẽ là:  

  hay ( ) 0AX X A I Xλ λ= − =  (12) 

Trong ñó I  là ma trận ñơn vị cùng cấp với ma trận A .  

Ta ñược một hệ n phương trình tuyến tính thuần nhất. 

Theo quy tắc Cramer, nếu det( ) 0A Iλ− ≠  thì hệ có nghiệm tầm thường duy 

nhất 0X = .  

Vậy ñể hệ (12) có nghiệm khác không thì cần và ñủ là: det( ) 0A Iλ− =   

Các giá trị riêng λ của ma trận A  hay của ánh xạ f  là các nghiệm của phương 

trình: det( ) 0A Iλ− =   (12’) 

 ðịnh nghĩa: ðịnh thức det( )A Iλ−  là một ña thức bậc n  ñối với λ . Ta 

gọi nó là ña thức ñặc trưng của ma trận A ; phương trình (12’) là phương 

trình ñặc trưng của A  (hay của ánh xạ f ). 

 Ví dụ 1. Cho ánh xạ 2 2:f R R→  bởi ma trận: 
6 2

2 3
A

  =    
. Hãy tìm các 

giá trị riêng và véc tơ riêng của nó. 

 Ta có phương trình ñặc trưng:  

 2
6 2

det( ) (6 )(3 ) 4 9 14 0
2 3

A I
λ

λ λ λ λ λ
λ

−
− = = − − − = − + =

−
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Giải phương trình bậc hai ñối với λ  ta ñược: 1 22, 7λ λ= =  

ðể tìm véc tơ riêng liên kết với giá trị riêng 1 2λ =  ta giải hệ thuần nhất:  

14x
tøc lµ: 

1

2

1 2

( ) 0

2 0

2 0

A I X

x

x x

λ− =

+ = + =

 

Hệ ñó tương ñương với phương trình: 1 22 0.x x+ =  Có thể cho 1 1x =  khi ñó 

ta có 2 2x =− . Véc tơ riêng ứng với giá trị riêng 1 2λ =  là 1 (1, 2)v = −  

ðể tìm véc tơ riêng ứng với trị riêng 2 7λ =  ta giải hệ phương trình:  

1 2

1 2

2 0

2 4 0

x x

x x

− + = − =
 

Hệ tương ñương với cho  th× suy ra 1 2 2 12 0; 1 2x x x x− = = =  

Véc tơ riêng ứng với 2 7λ =  là 2 (2,1)v =  

Ví dụ 2.  Tìm các giá trị riêng và véc tơ riêng của ma trận:  

2 1 1

1 2 1

0 0 1

A

 −    = − −     

 

 Phương trình ñặc trưng:  

][ 2 2

2 1 1

det( ) 1 2 1 (1 ) (2 ) 1 (1 ) (3 ) 0

0 0 1

A I

λ

λ λ λ λ λ λ

λ

− −

− = − − − = − − − = − − =

−

 

 Nó có nghiệm kép 1,2 1λ =  và nghiệm ñơn 3 3λ =  

 Ta xét phương trình ( ) 0A I Xλ− =  

 với 1,2 1λ =  ta có: 
1 2 3

1 2 3

3

0

0

0

x x x

x x x

x

 − + =− + − = =

 

 Từ ñó 3 0x = , có thể cho 1 2 1x x= =  

 Véc tơ riêng ứng với 1,2 1λ =  là 1 (1,1,0)v =  
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 Với 3 3λ =  ta có: 
1 2 3

1 2 3

3

0

0

0

x x x

x x x

x

− − + =− − − = =

  

 

 Từ ñó 3 0x = , có thể cho 1 21, 1x x= =−  

 Véc tơ riêng ứng với 3 3λ =  là 2 (1, 1,0)v = −  

2.3 ðƯA MA TRẬN VUÔNG VỀ DẠNG CHÉO 

 Ta xét ánh xạ f  từ E  vào chính nó. Giả sử ma trận A  của ánh xạ có n  trị 
riêng thực khác nhau. Ta sẽ chứng tỏ trong trường hợp ñó n  véc tơ riêng ứng 
với n  trị riêng sẽ lập thành một cơ sở của E . 

 ðịnh lý: Giả sử f  là một ánh xạ từ không gian n  chiều E  vào chính nó. 

Nếu các trị riêng 1 2, ,..., nλ λ λ  của f  ñôi một khác nhau thì các véc tơ riêng 

tương ứng của chúng 1 2, ,..., nv v v  lập thành một cơ sở của E . 

 Chứng minh: Do số chiều của E  là n  nên ta chỉ còn phải chứng minh n  
véc tơ 1 2, ,..., nv v v  ñộc lập tuyến tính. 

 Giả sử hạng của hệ véc tơ 1 2, ,..., nv v v  là r  với r n<  (tức là số véc tơ ñộc 
lập tuyến tính lớn nhất của hệ là r ). Không mất tính tổng quát ta có thể giả thiết 
ñó là r  véc tơ ñầu 1 2, ,..., rv v v . Khi ñó các véc tơ còn lại sẽ là tổ hợp tuyến tính 

của r  véc tơ ñó: 1 1 1 2 2 ...r r rv v v vα α α+ = + + +  (13) 

Do f  là ánh xạ tuyến tính nên:  

1 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )r r rf v f v f v f vα α α+ = + + +  

Các iv  là các véc tơ riêng nên ( )i i if v vλ= , ta có:  

1 1 1 1 1 2 2 2 ...r r r r rv v v vλ α λ α λ α λ+ + = + + +  

 Thay 1rv +  bởi (13):  

1 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2( ... ) ...r r r r r rv v v v v vλ α α α α λ α λ α λ+ + + + = + + +  

 Từ ñó: 1 1 1 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ... ( ) 0r r r r r rv v vα λ λ α λ λ α λ λ+ + +− + − + + − =  

 Vì các véc tơ 1 2, ,..., rv v v  ñộc lập tuyến tính và các iλ  ñôi một khác nhau 

nên ta suy ra: 1 2 ... 0rα α α= = = = . 
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 Thay vào (13) ta ñược 1 0rv + = . ðiều này mâu thuẫn với giả thiết 1rv +  là 

véc tơ riêng. Mâu thuẫn ñó xuất phát từ chỗ ta giả thiết r n< . Vậy phải có 
r n= . 

n  véc tơ 1 2, ,..., nv v v  ñộc lập tuyến tính của không gian n  chiều E  lập thành 
một cơ sở của không gian ñó. ðịnh lý ñã ñược chứng minh. 

 Bây giờ ta tìm ma trận của ánh xạ tuyến tính f  theo cơ sở 1 2, ,..., nv v v  là n  
véc tơ riêng của không gian ñó. 

 Do:  

1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( ,0,..., 0)

( ) (0, ,..., 0)

........................................

( ) (0,0,..., )n n n n

f v v

f v v

f v v

λ λ

λ λ

λ λ

= =

= =

= =

 

Ma trận của ánh xạ là ma trận chéo: 

1

2

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... n

D

λ

λ

λ

      =        

 

 Trong trường hợp này ta nói ma trận của ánh xạ tuyến tính A  ñã ñược 
chéo hoá. Như vậy muốn chéo hoá một ma trận A  ta phải lấy một cơ sở của 
không gian E  gồm n  véc tơ ñộc lập tuyến tính của ma trận ñó. 

 Nếu P  là ma trận chuyển từ cơ sở 1 2, ,..., ne e e  sang cơ sở 1 2, ,..., nv v v  của 
không gian E  thì theo 1.4 ta có: 1D P AP−=  

 Như vậy, mọi ma trận vuông cấp n  A  có n  giá trị riêng khác nhau từng 
ñôi thì ñồng dạng với ma trận chéo D  có các phần tử nằm trên ñường chéo 
chính là các giá trị riêng của A . 

 Ví dụ: Hãy chéo hoá ma trận A  và tìm ma trận chuyển P . 

1 1 4

2 0 4

1 1 5

A

    = −    −  

 

ða thức ñặc trưng:  
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1 1 4

det( ) 2 4 (1 )( 2)( 3) 0

1 1 5

A I

λ

λ λ λ λ λ

λ

−

− = − − = − − − =

− −

 

Ma trận A  có 3 giá trị riêng phân biệt: 1 2 31, 2, 3λ λ λ= = =  

Ma trận chéo phải tìm là: 

1 0 0

0 2 0

0 0 3

         

 

ðể tìm ma trận chuyển ta phải tìm các véc tơ riêng ứng với các giá trị riêng ñó. 

 Với 1 1λ =  ta có 3 x  tuú ý

2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

4 0

2 4 0 0, 4 ,

4 0

x x

x x x x x x

x x x

 + = − − = ⇒ = =−− + + =

 

Chọn 3 1x =  ta suy ra 2 4x =−  

Véc tơ riêng ứng với 1 1λ =  là 1 (0, 4,1)v = −  

 Với 2 2λ = ta có 
1 2 3

1 2 3 3 1 2

1 2 3

4 0

2 2 4 0 0, 1

3 0

x x x

x x x x x x

x x x

− + + = − − = ⇒ = = =− + + =

 

Véc tơ riêng ứng với 2 2λ =  là 2 (1,1,0)v =  

 Với 3 3λ = ta có 
1 2 3

1 2 3 2 1 3

1 2 3

2 4 0

2 3 4 0 0, 2

2 0

x x x

x x x x x x

x x x

− + + = − − = ⇒ = =− + + =

 

Cho 3 1x =  ta suy ra 1 2x =  

Véc tơ riêng ứng với 3 3λ =  là 3 (2,0,1)v =  

Ma trận chuyển P  là ma trận có các cột là toạ ñộ của các véc tơ riêng 1 2 3, ,v v v  

0 1 2

4 1 0

1 0 1

P

    =     −  

; 

nếu tính ma trận nghịch ñảo của P  ta có:  
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1

1 1 1
2 2
2 1 4

1 1 2
2 2

P−

 − −    = −   −  −  

 

Có thể nghiệm lại rằng: 1D P AP−=  

 Chú ý:  ðiều kiện ña thức ñặc trưng bậc n  có n  nghiệm phân biệt chỉ là 
một ñiều kiện ñủ ñể chéo hoá một ma trận. Trong trường hợp ña thức ñặc trưng 
có nghiệm bội người ta ñã chứng minh ñược rằng nếu vẫn tìm ñược n  véc tơ 
riêng ñộc lập tuyến tính thì ta vẫn có thể chéo hoá ñược ma trận A . 

2.4 CHÉO HOÁ TRỰC GIAO 

 1. Không gian với tích vô hướng 

 Trong không gian nR  cho hai véc tơ 1 2 1 2( , ,..., ); ( , ,..., )n nu x x x v y y y= =  

ðịnh nghĩa: Tích vô hướng của hai véc tơ u  và v , ký hiệu là .uv  là một số 
thực:  

1 1 2 2. ... n nuv x y x y x y= + + +  

ðộ dài hay chuẩn của một véc tơ u là: .u uu=  

Hai véc tơ ,u v  là trực giao nếu . 0uv =  

Hai véc tơ ,u v  là trực chuẩn nếu chúng trực giao và có ñộ dài bằng ñơn vị 

. 0; 1uv u v= = =  

Ví dụ: Các véc tơ của cơ sở chính tắc trong 3R :  

1 2 3(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)e e e= = =  là các véc tơ trực chuẩn.  

 Ta chú ý rằng tập các véc tơ trực chuẩn trong nR  là ñộc lập tuyến tính. 

Thật vậy, giả sử 1 2, ,..., nv v v  là các véc tơ trực chuẩn. Ta có: 

( )
1 1

0 . 0 0
n n

i i i i j i i j j j j
i i i j

v v v v v v vα α α α
= = ≠

= ⇔ = ⇔ + =∑ ∑ ∑  (14) 

Do các véc tơ iv  trực giao nên 0i jv v =  với i j≠  

Do các véc tơ iv  trực chuẩn nên 1i jv v =  với i j=  

Từ (14) ta suy ra: .1 0 0j jα α= ⇒ =  
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Lần lượt cho j  các giá trị 1,2,...,n  ta sẽ có mọi 0jα = . ðiều ñó chứng tỏ các 

véc tơ 1 2, ,..., nv v v  ñộc lập tuyến tính. 

 2. Chéo hoá trực giao 

 ðịnh nghĩa: Nếu ma trận A  có n  véc tơ riêng trực chuẩn thì việc chéo 
hoá ma trận A  ñược gọi là chéo hoá trực giao. 

 Trong trường hợp ñó ma trận chuyển từ cơ sở { }1 2, ,..., ne e e  sang cơ sở 
{ }1 2, ,..., nv v v  sẽ thoả mãn ñiều kiện:  

  
0

1
i j

khi i j
v v

khi i j

≠=  =
 (15) 

 Ta có thể coi cột iv  của ma trận chuyển P  là hàng thứ i  của ma trận 

chuyển vị tP  nên tích vô hướng i jv v  chính là phần tử ở vị trí ( , )i j  của ma trận 

tích tP P . Do (15) ta thấy rằng ma trận tích có các phần tử nằm trên ñường chéo 
chính bằng 1 còn các phần tử khác bằng không, ñó là ma trận ñơn vị. 

 Vậy ta có: tP P I=  

 Mặt khác ta có: 1P P I− =  ta suy ra: 1tP P−=  

 ðịnh nghĩa: Ma trận P  có tính chất: chuyển vị nó ta ñược ma trận nghịch 
ñảo, ñược gọi là ma trận trực giao. 

 Ví dụ: Ma trận 
os -sin

sin cos

c
P

α α

α α

  =    
 là trực giao vì: 

1
cos sin

sin cos
tP P

α α

α α
−

  = = −  
 

 Giả sử A  là ma trận chéo hoá trực giao ñược. 

 Khi ñó tồn tại ma trận trực giao P  ñể: 1D P AP−=  

 Từ ñó suy ra: 1 tA PDP PDP−= =  

 Theo tính chất chuyển vị của ma trận tích ta có:  

( ) ( )t t t t t t t tA PDP P D P PDP A= = = =  

 ðiều ñó có nghĩa là ma trận A  phải là ma trận ñối xứng. 

 Như vậy, nếu ma trận A  có thể chéo hoá trực giao ñược thì nó phải là ma 
trận ñối xứng.  
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 Ta thừa nhận rằng, ngược lại nếu ma trận A  là ma trận ñối xứng thì nó 
chéo hoá trực giao ñược. 

 ðể minh hoạ ñiều ñó ta xét ma trận sau:  

7 2 0

2 6 2

0 2 5

A

 −    = − −    −  

 

 Nó là ma trận ñối xứng. Phương trình ñặc trưng:  

3 2

7 2 0

det( ) 2 6 2 18 99 162 0.

0 2 5

A I

λ

λ λ λ λ λ

λ

− −

− = − − − = − + − =

− −

 

 Ta có 3 trị riêng 1 2 33, 6, 9.λ λ λ= = =  

 Các véc tơ riêng ứng với các trị riêng ñó là:  

1 2 3(1,2,2), (2,1, 2), ( 2,2, 1)v v v= = − = − −  

 Ta có: 1 2 2 3 3 1 0v v v v v v= = = , các véc tơ ñó trực giao. Bây giờ ta chuẩn 
hoá chúng (tức là ñưa các véc tơ ñó về các véc tơ ñơn vị). 

1 2 3
1 2 3

1 2 3

1 2 2 2 1 2 2 2 1( , , ), ( , , ), ( , , )
3 3 3 3 3 3 3 3 3

v v v
V V V

v v v
− − −= = = = = =  

 Ma trận chuyển từ cơ sở chính tắc sang cơ sở gồm các véc tơ trực chuẩn 

1 2 3, ,V V V  là:  

1 2 2
3 3 3
2 1 2
3 3 3
2 2 1
3 3 3

P

−      =     − −   

 

 Dễ dàng kiểm chứng rằng tP P I= . 

 Ma trận chéo hoá của A  là 

3 0 0

0 6 0

0 0 9

D

    =       
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BÀI TẬP 

5.1 Trong các ánh xạ 3:f R R→  sau ñây, ánh xạ nào là tuyến tính? 

   

) ( , , ) 3 2 5 ;

) ( , , ) 5 3 ;

) ( , , ) 10 4 3 1

a f x y z x y z

b f x y z x y

c f x y z x y z

= + −

= −

= + − +

 

b

a

5.3 C  là không gian véc tơ các số phức. Xét ánh xạ f :C → C  xác ñịnh bởi 

víi z = x + iy ∈ C;  ta cã f(z) = (a + bi)z, a,b lµ c¸c sè thùc . Chứng tỏ rằng f

là ánh xạ tuyến tính và tìm ma trận của ánh xạ ñó.

5.4 Trong không gian véc tơ R2  cho cơ sở A = {(−1,1),(1,−1)} . Trong không 

gian véc tơ R3  cho cơ sở B = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} . Hãy tìm ma trận của ánh

xạ tuyến tính f : R2 → R3  xác ñịnh như sau:

) ( , ) ( , , );

) ( , ) (0, , )

a f x y x y x y

b f x y x y x y

=  +

=  +  −
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5.8 Ta xét môt ánh xạ f : R4 → R4  cho tương ứng mỗi phần tử (x,y,z,t) của 

R4  với phần tử (x + y,y − z,z + x)  của R3 . Chứng tỏ rằng f  là ánh xạ tuyến

tính. Tìm một cơ sở của Kerf  và của Im f .

5.9 Tìm các trị riêng và các véc tơ riêng của các ma trận sau:

1 1 4 1 1 3
1 2

; 2 0 4 ; 1 5 1
1 4

1 1 5 3 1 1

      −        −              −      

 

5.10 Tìm các trị riêng và các véc tơ riêng của phép biến ñổi tuyến tính trong 2R  

ñược cho bởi: 
5 4

8 9

x x y

y x y

= + ′ = +′
 

5.11 Tìm trị riêng và véc tơ riêng của phép quay trong không gian xung quanh 

trục Oz  một góc 
3
π . 

5.12 ðưa các ma trận sau về dạng chéo và tìm ma trận chuyển:  
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2 2 2 1 1 1

2 4 2 2 ; 1 1 1

1 1 12 2 2 1

 −   − −        − −         − −   −  

 

5.13 Chứng tỏ rằng ta không chéo hoá ñược ma trận:  

2 1 0

0 1 1

0 2 4

         

 

5.14 Chứng tỏ rằng các ma trận ñồng dạng có cùng phương trình ñặc trưng. 

5.15 Có thể chéo hoá trực giao các ma trận sau ñược không? Nếu ñược hãy tìm 

ma trận chuyển tương ứng: 

1 2 4
5 4

; 2 2 2
4 5

4 2 1

 −       − −       − −  

 


